9.1.14 Kombinace s opakovanim

Predpoklady: 9107. 9108, 9112, 9113

Pedagogicka poznamka: Casova naro¢nost této hodiny je podobna hodiné piedchozi.
Netradi¢ni zacatek. Nemdme Zadné piiklady, ale rovnou definici.
Definice kombinace bez opakovani

k-Clennd kombinace z n prvkl je neuspoiddana k-tice sestavend z téchto prvki tak, ze kazdy
se v ni vyskytuje nejvyse jednou.

Pr.1: Sestav definici k-¢lenné kombinace s opakovanim z n prvki.

k-Clennd kombinace s opakovanim z n prvkil je neuspotfddana k-tice sestavend
z téchto prvk tak, Ze kazdy se v ni vyskytuje nejvySe k-krat.

Ptikladem vytvareni takovych kombinaci je naptiklad zndmy piiklad na vypocet poctu ¢astek,
které je mozné zaplatit pomoci ti{ jedno, dvou a pétikorunovych minci.

Pr.2: Vypis vSechny ¢astky, které je mozné zaplatit tiemi mincemi, pokud mas k dispozici
tf1 jednokorunové, tii dvoukorunové a tfi pétikorunové mince.

' Budeme vypisovat jednotlivé trojice mincf a jejich celkovou hodnotu:
- L1L1=3 L1,2=4 L1,5=7 1,2,2=5 1,2,5=38
CL55=11 2,22=6 225=9 2,5,5=>12 5,55=15

= celkem 10 moZnych ¢astek {3;4;5;6;7;8;9;11;12;15} .

V predchozim piikladu jsme vytvéreli skupiny, ve kterych nezélezelo na poradi (Slo pouze o
to, Ze ve skupiné mame dv¢ koruny a jednu dvoukorunu, ne o to, kterou minci jsme vybrali
jako prvni), jednotlivé prvky se mohly opakovat = vytvareli jsme tFi¢clenné kombinace ze
tii prvkia s opakovanim.

N4&s pristup nebyl pfili§ kombinatoricky. VSechny moznosti jsme nejdiive vypsali a pak je
spocitali (dosud jsme to vZdycky délali obracené). Takovy postup nepuijde aplikovat u
viceclennych kombinaci z vétsiho poctu prvkd.

= Musime vymyslet postup, ktery umoziuje urcit poc¢et kombinaci s opakovanim podobné,
jako jsme to udé€lali v jinych ptipadech.

Trik: Kombinace s opakovdnim nahradime permutacemi s opakovanim.
Tii mince, ze kterych sestavujeme nase kombinace, budeme brét ze tii ptihradek, podle toho,
ze které pfihradky minci vezmeme, vime, zda to je 1, 2 nebo 5 koruna. Rozd¢leni miiZeme
zndzoriiovat pomoci tii kolecek O (mince) a dvou piepazek || || , které rozdéli mince do
Lo R
1 2 5
Il O .
v
2 5

tif pfihrddek, konkrétné napfiklad takto: 11,5 < oo |
1



Pr.3: Namodeluj pomoci tif kolecek a dvou prepazek zbyvajici kombinace vytvoiené v

prikladu 2.
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= Kazdé kombinaci z ptikladu 2 odpovidé jeden obrazek s mincemi a pfihradkami a naopak
= obrazki i kombinaci je stejné.

Kolik obrazki mtizeme sestavit? Jde o usporadané pétice ze tif kolecek a dvou prepazek =
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Vysledek odpovida poctu kombinaci, které jsme vytvofili v ptikladu 2.

permutace s opakovanim: P’ (3; 2) =

H Pr.4: Urci pocet péeticlennych kombinaci s opakovanim ze tif prvkill, pomoci pfedchoziho
modelu s kolecky a ptepazkami.

* Péticlenné kombinace = pét kolecek,
¢ zeti prvki = tii ptihradky = dvé& ptepédzky,

i . » y s 7!
| = vytvaiime permutace s opakovanim z péti kolecek a dvou prepazek = PYET =21

| moZnosti.

Poznamka: Je dobré si uvédomit, Ze péticlenné kombinace ze ti{ prvkl bez opakovani neni
mozné sestavit.

Pedagogicka poznamka: Obcas se objevi nékdo, kdo si neuvédomi, Ze sestavujeme
kombinace s opakovanim a pravé kvili faktu z predchozi poznamky povazuje
predchozi ptiklad za nesmysiny.

Nejcastéjsi chyby:

prohozeni vyznamu k a n,

nerozliSovani mezi pfihradkami a prepazkami a tudizZ dosazovani vétSi hodnoty do
vysledného zlomku.

H Pr.5: Urci pocet tficlennych kombinaci s opakovanim z péti prvkll, pomoci modelu
s kolegky a piepazkami.

"+ Tii¢lenné kombinace = tii kolecka,
1oz péti prvkll = pét prihrddek = Ctyfi prepdzky,

: . VIV 7!
| = vytvéaiime permutace s opakovanim ze tfi koleCek a Ctyf pfepazek = EYTeY =35

| MOZNOSsti.



Postieh: Je nutné ddvat pozor na ¢isla n a k, protoZe pfi jejich zamén€ miZeme ziskat Spatny
vysledek.

Pr.6: Ur¢i pocet k-Clennych kombinaci s opakovanim z n prvku (¢islo K (n) ).

Postupujeme stejné jako s konkrétnimi ¢isly:
¢ k-Clenné kombinace = k kolecek,
e zn prvklt = n ptihrddek = n—1 pfepdzek,
(k+n-1)!

. = vytvaiime permutace s opakovanim z k kolecek a n—1 piepazek = ———-

kln ~1)!

' moznosti.

(n+k-1)!

kn ~1)!
VSechny vysledky pfipominaji kombinacni ¢isla. Bylo by hezké mit pocet kombinaci
s opakovanim napsany ve form¢ kombinac¢niho ¢isla:

: , (n+k-1)! (n+k-1)! n+k-1
K =P k; -1)= = =
((n) =P (k=) k'n-1)! k(n+k=1)~k]! k

Pocet K, (n) vsech k-Clennych kombinaci s opakovanim z n prvki je

Kl@ﬂ=(n+:_1]'

Pedagogicka poznamka: Existuje zna¢né procento studentt, kterym piijde pfechod na
kombinac¢ni ¢islo zbyte€ny. Nenutim je.

Plati: K, (n)=P'(k;n—1) =

Pr.7: Kolika zpiisoby je mozné nakoupit 15 oplatkli, pokud maji v obchodé¢ k dispozici pét
druhil oplatkd, vSechny v dostate¢ném mnoZzstvi (alespon 15 kust)?

' Kupujeme 15 oplatki, nehraje roli, ktery jsme vybrali jako prvni, zajima nas pouze to, kolik
- oplatkii kterého druhu budeme mit = sestavujeme neuspoiddanou 15-tici z péti prvka

' s opakovanim = jde o kombinaci s opakovanim.

15

5 . , , 5+15-1 19 .
' Vybirdme 15 prvkii z 5 = K (5) = = 15 =3876 moznosti.

Pr.8: Urdi, kolika zptlisoby je mozné rozdat maridSové karty
z plného balicku:
a) pro 1 hrace na prsi (pii hite rozliSujeme jak barvu, tak hodnotu),
b) pro 1 hrdce na sedmu (pfi hie rozliSujeme pouze hodnoty karet, jejich barva
nehraje roli) .

1 a) pro 1 hrace na prsi (pfi hie rozliSujeme jak barvu, tak hodnotu)



- Vybirdme 4 karty ze 32 (Zddné dvé karty nejsou stejné = pii vybéru se nemizeme
. opakovat), nezdleZi na pofadi = sestavujeme Ctyiclenné kombinace ze 32 bez opakovani =

| 32
K, (32) :( j =35960 moznosti.
: 4

b) pro 1 hrdce na sedmu (pfi hie rozliSujeme pouze hodnoty karet, jejich barva nehraje roli)
' Vybirdme z osmi rliznych karet (osm riiznych hodnot) a kaZzdou hodnotu mame k dispozici
- Ctyfikrét (pfi vybéru se miizeme opakovat), nezdleZi na pofadi = sestavujeme Ctyf¢lenné

| 11
- kombinace z 8 s opakovdnim = K, (8) = ( 4) =330 moZznosti.

Pedagogicka poznamka: Vétsina studentl se nachyta a neuvédomi si, Ze v bod¢ a) se jedna o
kombinace bez opakovani, protoZe neni mozné rozdat napiiklad dv¢ zelena esa.

H Pr.9: Kolik ¢tvetic mohou dét pocty ok na Ctyfech nerozliSitelnych, nardz hozenych
hracich kostkéch na ¢lovéce nezlob se?

i Kostky jsou nerozliSitelné a hazime je nardz = nemiiZeme fict, kterd z kostek je prvni,
' nerozliSujeme, kolik na které kostce padlo, pouze kolikrat mame 1, kolikrdt 2 ... =
. vytvaiime neusporadané Ctvefice ze Sesti ¢isel, kterd se mohou opakovat = sestavujeme

| 9
- Ctyf¢lenné kombinace z 6 s opakovanim = K (6) = (4) =126 mozZnosti.

Pr. 10: V sacku jsou Cervené, modré a zelené kulicky. Kulicky téze barvy jsou
nerozliSitelné. Ur¢i, kolika zptisoby je moZné vybrat pét kulic¢ek (bez rozliSeni
potadi, ve kterém byly vytaZeny) jestlize v sacku je:

a) alespon pét kuli¢ek od kazdé barvy,
b) pét Cervenych, ¢tyfi modré a Ctyti zelené kulicky,
c¢) pét Cervenych, pét modrych a tfi zelené kulicky.

. a) alespon pét kulicek od kazdé barvy
' NerozliSujeme, v jakém potadi jsme tdhli, pouze kolik mdme Cervenych, modrych a zelenych
- kuli¢ek = vytvaifme neusporddané pétice ze tif barev = sestavujeme péti¢lenné kombinace

| 7
. ze tif s opakovdnim = K (3)= (5] =21 moZnosti.

- b) pét Gervenych, Styfi modré a Ctyfi zelené
' Nemtzeme vytahnout v§echny kombinace jako v pfedchozim bod¢ (pét modrych a pét
i zelenych nemame k dispozici) = musime tyto dvé kombinace odecist =

E I 7 v e
K (3)-2 =(5j—2 =19 moZnosti.

' ¢) pét Eervenych, pét modrych a tfi zelené
- Opét nemiizeme vytdhnout vSechny kombinace = spoéteme vSechny moZnosti a pak
. odeCteme pocty téch, které nejdou vytdhnout:

e pet zelenych = 1 moZnost,

e Ctyfi zelené a jednu dalSi barvu = 2 moznosti (jak si vybrat zbyvajici barvu),

| 7
- = celkem K;(3)-3 =(5j—3 =18 moZnosti.



H Pi. 11: Urd¢i, kolika zpisoby je moZné rozdat maridSové karty z plného balicku:
a) pro 4 hrade na prii (pii hie rozliSujeme jak barvu, tak hodnotu),
b) pro 4 hrdce na sedmu (pfi hie rozliSujeme pouze hodnoty karet, jejich barva
‘ nehraje roli).
1 a) pro 4 hrice na prsi (pii hie rozliSujeme jak barvu, tak hodnotu)
- Vybirdme postupné podobné jako v piikladu 7 a):

| 32

- 1. hrd&: 4 karty 2 32 = K, (32)= 4 | moznosti,

i 28

2. hrd¢: 4 karty z 28 = K, (28)= , | moznost,

| 24

' 3.hrd&: 4 karty 224 = K, (24)= , | moznost,

: 20

4. hrdg: 4 karty 220 = K, (20)= , | moznost,

| o 32) (28) (24) (20 5

' moznosti mezi sebou ndsobime = celkem 4 4 4 4 =3,7900° moznosti.

' b) pro 4 hra¢e na sedmu (pfi hie rozlisujeme pouze hodnoty karet, jejich barva nehraje roli)
Resen{ tohoto piikladu autor uéebnice nezna. Na rozdil od bodu a) nemtizeme pfi vybirani

' karet pro druhé hrace postupovat podobné jako v bod¢ a), protoze nevime, jak dopadlo

- rozd4véni pro prvniho hrace (vSechny &tyfi rozdané karty mohly mit stejnou hodnotu => pak
| uz vybirame pouze ze sedmi hodnot atd.).

H Pr. 12: Petdkova:
strana 148/cvi¢eni 74
strana 148/cviceni 75

Shrnuti: Pocty kombinaci s opakovanim miZeme urcovat pomoci permutaci s opakovanim
ze dvou prvkl (pocet vybiranych predmétl a pocet ptihraddek na rozliSeni jejich
druht).



